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RESUMEN 
Este trabajo presenta un breve estudio sobre el origen y 
desarrollo del concepto de Compacidad Con el objetivo de 
crear un marco que sirva de motivación y nos ayude a lograr 
un dominio efectivo del tema Además, se discuten cinco 
criterios de Compacidad y éstos se utilizan para demostrar 
la compacidad de un subconjunto de un espacio métrico 
Finalmente se exhibe la existencia de un conjunto compacto 
de un espacio topológico que no es cerrado con esto se 
resaltan las dificultades naturales que se confrontan al 
tratar de extender el concepto de Compacidad en espacios 
topológicos 
SUCARY 
This work state a brief study about the origin and 
development of the Compactness concept In order to 
increase motivation and for us to master this theme 
Furthermore we discuss five Compactness entena and use 
them to prove that a subset in a metric space is compact 
Finally we exhibit the existence of a compact subset in a 
Topological Space which as not closed which gives us an 
idea about the difficulties to extend the Compactness 
concept to Topological Spaces 
2 
INTRODUCCIÓN 
La noción de Compacidad es un tema muy importante en 
el desarrollo de la Matemática particularmente en el 
Análisis Real y en el Análisis Funcional 
Aunque el concepto de Compacidad es presentado a los 
estudiantes de la Licenciatura en Matemática durante los 
primeros años de formación somos de la opinión que el 
concepto puede resultar poco accesible a los estudiantes 
Por esta razón hemos considerado conveniente realizar este 
trabajo con el fin de ofrecer algunos enfoques que permitan 
responder con mayor facilidad a los cuestionamientos e 
inquietudes que puedan surgir en el proceso de 
transposición didáctica 
Adjudicar a Maurice Fréchet la introducción del 
concepto de Compacidad es un hecho aceptable en la historia 
de la Matemática, en el primer capitulo presentamos una 
justificación para esta adjudicación y resaltamos los 
aportes hechos por matemáticos como P S Alezandrov y P S 
Urysohn 
Con la finalidad de dar una idea más precisa sobre el 
origen del concepto de Compacidad el primer capitulo 
también contiene una discusión sobre las contribuciones de 
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E Reine, E Borel, R Lebesgue R L Moore S 
Janiszewski, W Sierpinski y Weierstrass 
Proporcionamos en el segundo capitulo distintas 
definiciones de Compacidad y demostramos la compacidad de 
un subconjunto en un espacio métrico por diversos 
criterios Dándole la oportunidad al estudiante de que 
después que él domine tanto el contenido como el concepto 
de abstracción que corresponde al tema sea capaz de 
observar cual de estos criterios es más conveniente 
utilizar 
El tercer capitulo está dedicado a la compacidad en 
Espacios Topológicos, evidenciando las dificultades 
naturales que se tienen al tratar de extender la noción de 
compacidad de Espacios Métricos a Espacios Topológicos Por 
ejemplo, se exhibe un subconjunto compacto de un Espacio 
Topológico que no es cerrado 
Esperamos que el lector considere este trabajo como un 
aporte a un tema esencialmente complejo y que al mismo 
tiempo constituya un motivo que estimule a otros a 
completar y mejorar lo que se ha logrado 
CAPÍTULO I 
ASPECTOS HISTÓRICOS DEL CONCEPTO DE COMPACIDAD 
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En este capítulo nos ocuparemos de los aspectos 
históricos relativos al concepto de compacidad Haremos una 
reseña histórica de las prefiguraciones de la compacidad en 
la medida que aporte al objeto de nuestro interés la 
fundamentación de la teoría de la compacidad 
El período de referencia que más se ajusta a nuestro 
propósito es alrededor de 1904-1928 marcado por las 
contribuciones de F Hausdorff (1868-1942) Maurice Fréchet 
(1878-1973) W Sierpinski (1882-1969) K Kuratowski 
(1896- 1980) P S Alexandrov (1896-1982) y P S Urysohn 
(1898-1924) 
Es 	 nuestro objetivo 	 poner de manifiesto 	 la 
introducción del concepto de compacidad y el progresivo 
establecimiento de una Teoría de la Compacidad Por razones 
obvias, no podemos discutir cómo esta Teoría de la 
Compacidad ha dotado a otras teorías de métodos fecundos 
para el estudio de viejos y nuevos problemas con el 
consecuente efecto de aceleración sobre los ritmos de 
desarrollo de tales teorías 
Megafflif~ 
Un hecho comúnmente aceptado en la historia del 
análisis y la topología es que la noción de compacidad 
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formalmente hablando, fue introducida por una nota que el 
matemático francés Maurice Fréchet (1878-1973) publicó en 
los Comptes Rendus de la Academia de Ciencias de París en 
1904 
La originalidad del trabajo de Fréchet en la nota de 
1904 consiste en haber abstraído la compacidad que se 
encontraba en estado práctico en varios contextos naturales 
y dar por primera vez un tratamiento sistemático del 
concepto Este avanzado grado de elaboración conceptual 
estaba asociado con los requerimientos de generalización 
del teorema de Weiertrass sobre la existencia de extremos 
de una función continua sobre un intervalo cerrado y 
acotado teorema que Fréchet extiende a espacios más 
generales La importancia de la nueva noción de compacidad 
se mide entonces indirectamente por su estrecha relación 
con una propiedad de tanta utilidad como la que aparece en 
el teorema de Weierstrass 
EDUARDO REINE (1821-18E1) 
Esta propiedad de los Intervalos cerrados y acotados 
en 1 era conocida por E Heme quien la había utilizado en 
1872 como una técnica para demostrar uno de los más 
célebres resultados de Weierstrass toda función continua 
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en un Intervalo cerrado y acotado es uniformemente continua 
en ese intervalo 
El también nos da la primera demostración rigurosa del 
teorema del valor medio así como la del teorema que afirma 
Una función f(x) continua en [a l b] (para todos los valores 
particulares) es también uniformemente continua Para la 
demostración de este teorema Heme utiliza por primera vez 
en la historia de las matemáticas el recubrimiento de un 
intervalo [a,b] por un numero finito de subintervalos sobre 
cada uno de los cuales la función posee una cierta 
propiedad Es esta propiedad la que conducirá directamente 
a la noción de compacidad 
Es Eduardo Heme quien publica el primer escrito 
compilado sobre los fundamentos del análisis en 1872 Los 
elementos de la teoría de funciones 
EXILE BOREL (1871-1956) 
Entre las definiciones corrientes de la noción de 
compacidad se encuentra aquella que aparece en el teorema 
de Heine-Borel la condición que cada recubrimiento 
contable de un intervalo cerrado y acotado de I posee un 
subrecubrimiento finito Esta propiedad fue enunciada en 
la tesis de doctorado de E Borel en 1894 
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Si sobre un segmento de una recta tenemos una 
infinidad [numerable) de Intervalos parciales 
tales que todo punto del segmento sea interior 
por lo menos a uno de los Intervalos se puede 
efectivamente determinar un numero finito de 
intervalos escogidos entre los primeros y que 
poseen la misma propiedad (todo punto del 
segmento es interior por lo menos a uno de 
ellos) 
En la demostración de este teorema, Borel considera 
un intervalo cerrado y acotado y supone que este intervalo 
es recubierto por un numero enumerable de abiertos También 
utiliza en su demostración los numeros transfinitos de 
Cantor 
HENRI LEVISSOM (1875-1941)  
En su libro Lecciones sobre la Integración aparecido 
en 1904 da una generalización del teorema de Borel al caso 
de un recubrimiento no necesariamente enumerable 
He aquí el enunciado de Lebesgue 
Si se tiene una familia de Intervalos A tales 
que todo punto de un intervalo (a b) incluidos 
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a y b, sea interior a al menos uno de los A, 
existe una familia formada por un número finito 
de los Intervalos A y que goza de la misma 
propiedad (todo punto de (a b) es interior a uno 
de ellos) 
Lebesgue deduce enseguida de este teorema una bonita 
demostración de la continuidad uniforme es decir el 
teorema de Heme 
En 1904 H Lebesgue observó que la propiedad se 
mantenía para todo recubrimiento abierto de un intervalo 
cerrado y acotado ésta generalización aparece formulada en 
la primera edición de sus célebres Lecons sur 
l'Intégration 
Recordemos que el TEOREMA DE BOREL fue motivado por 
las necesidades de resolver un problema de medida de 
intervalos que se le planteaba a Borel en su estudio de las 
propiedades generales de ciertas funciones analíticas 
simples 
Por su parte, Lebesgue se ve conducido a emplear la 
propiedad de los recubrimientos igualmente en el caso de 
algunas proposiciones sobre la medida de Intervalos 
aplicando el principio de las cortaduras de Dedekind 
1 0 
Además en sus trabajos las familias de Intervalos tenían 
la potencia del continuo razón de más que contribuyó a la 
generalización del teorema de Borel 
Finalmente Lebesgue como Heme tuvo en cuenta que 
empleando su generalización también se derivaba la 
continuidad uniforme del hecho de la continuidad de la 
función sobre el intervalo cerrado y acotado La extensión 
realizada por Borel del resultado de Lebesgue a todo 
conjunto acotado y cerrado de un espacio euclidiano 
cualquiera sería el toque final que le daría forma a lo 
que hoy se conoce como el TEOREMA DE HEINE-BOREL-LEBESOUE 
MAURICE PRIOCUET (1878-1973) 
La denominación de CONJUNTO COMPACTO aparece por 
primera vez en una nota de Fréchet publicada en 1904 en los 
COMPTES RENDUS Pero el concepto tiene aquí una connotación 
particular y no se relaciona, como hoy en día con la 
propiedad de recubrimientos de Borel-Lebesgue El Interés 
de Fréchet al introducir esta definición, era facilitar la 
generalización del teorema Weierstrass sobre la existencia 
del extremo de una función continua sobre un Intervalo 
cerrado y acotado a un espacio L con la topología de la 
convergencia de sucesiones En esta nota Fréchet presenta 
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dos definiciones de la compacidad 
i "Llamaremos CONJUNTO COMPACTO a todo conjunto E (de 
una clase L) I tal que siempre exista al menos un elemento 
común a una sucesión infinita cualquiera de conjuntos 
El El 	 Ea 	 contenidos en E cuando estos conjuntos 
-que poseen al menos un elemento cada uno- son cerrados y 
cada cual está contenido en el precedente " [4 p 68] 
Esta es la definición de compacidad por medio de la 
Condición de Cantor Actualmente decimos que un espacio 
Hausdorff-Compacto verifica esta condición si toda familia 
decreciente de conjuntos cerrados no vacíos tiene una 
intersección no vacía Esta definición se ha transmitido y 
ha llegado a tener notoriedad actual por la atención que 
le dieron Alexandrov y Urysohn en sus investigaciones sobre 
la teoría de la compacidad en la que aparecía referida a 
espacios métricos 
La segunda definición de compacidad que se encuentra 
en la nota de Fréchet de 1904 es formulada asx 
ii "La condición necesaria y suficiente para que un 
conjunto sea compacto es que todo conjunto E i formado de 
una infinidad de elementos distintos contenidos en E dé 
lugar al menos a un elemento límite " [4 p 68] 
Es la definición de compacidad mediante el teorema de 
Bolzano-Weierstrass Aunque Fréchet no lo reconozca 
1 E: asa dale de Masato: de ad:rale:a affittarta sobre la eaal esti defluda lea 
	 gema a 	 lazada de luces:ese: de tales ele:tate: 
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expl[citamente sino arios después todo da a entender que él 
presupone que estas definiciones son equivalentes en 21 
Desde sus primeros trabajos Fréchet reconoce que la 
compacidad es una propiedad topológica que identifica a 
los conjuntos acotados independientemente de la naturaleza 
del espacio 
En su obra sobre los espacios abstractos encontramos 
la siguiente afirmación 
"Cuando pasamos de los espacios euclidianos a 
espacios más generales nos percatamos 
inmediatamente de la necesidad de generalizar la 
noción de conjunto acotado " [4, p 1903 
Pero no solamente se trataba de generalizar la noción 
de conjunto acotado, sino de hacerlo de manera que se 
preservasen e hiciesen evidentes aquellas propiedades que 
dan efectivamente utilidad a estos conjuntos en el 
Análisis Se consideran las siguientes situaciones 
1 En los espacios métricos, la cuestión se 
"resuelve", puesto que basta generalizar la propiedad de 
los conjuntos acotados de 1 de estar contenidos en un 
Intervalo cerrado Por ejemplo, decimos que un conjunto de 
funciones continuas es acotado si los valores absolutos de 
las funciones se mantienen menores que un número fijo 
2 Pero al pasar a espacios que no son metrizables se 
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descubre que no hay una forma inmediata de extender la 
noción de compacidad Esta es la idea que llevó a Fréchet 
a las definiciones de la compacidad en 1904 [4 p 67] 
"La definición topológica de compacidad (y por 
consiguiente, la más general) es aquella que abstrae la 
propiedad intrínseca (del resto) Esto es, para generalizar 
la teoría de los conjuntos "lineales" acotados en II es 
necesario escoger entre las propiedades de los conjuntos 
acotados una que los caracterice que pueda colocarse en 
una forma independiente de la naturaleza de los elementos 
de tales conjuntos y que sea la que intervenga en las 
demostraciones existentes En virtud de esta definición los 
conjuntos compactos desempeñan el mismo papel, con respecto 
al espacio abstracto al que pertenecen que los conjuntos 
acotados del espacio lineal" [4 1 p 190] Por ejemplo la 
definición (1) de la compacidad es una definición implícita 
o topológica Pero la (II) deviene explícita en los 
espacios métricos En efecto la propiedad que permite 
caracterizar un conjunto E de un espacio métrico como 
compacto-- a saber, que para todo subconjunto infinito suyo 
exista un punto de acumulación-- no es una propiedad 
intrínseca "los puntos de acumulación pueden o no 
pertenecer al conjunto E (Observemos de acuerdo a Fréchet, 
que si a ea punto de acumulación de un conjunto E a es 
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punto límite de por lo menos una sucesión de puntos 
distintos extraída del conjunto) [4, p 36] 
Esta situación planteaba la necesidad de una 
definición de la compacidad como una propiedad del Conjunto 
en sí en el sentido que no utilizará otras relaciones que 
aquellas que se establecen entre sus propios puntos De ahí 
que Fréchet se vea conducido a introducir en su tesis la 
definición de CONJUNTO EXTREMAL "Un conjunto de un espacio 
L que es compacto y cerrado al mismo tiempo Más tarde se 
adoptaría la denominación de conjunto Compacto en sí" [3 
p 7] Fréchet demostró, particularmente "que a diferencia 
de las nociones de cerrado y de compacto la de compacto en 
sí es un invariante topológico" [4, p 65] 
Diferentes matemáticos con investigaciones activas en 
la compacidad se preocuparon a fondo por distinguir los 
matices de las definiciones y precisar los rasgos 
distintivos de una noción frente al resto (en distintos 
espacios relativos) y especializar las notaciones y 
terminologías que expresaran adecuadamente tales 
diferencias Esta preocupación está presente en varios 
lugares de las correspondencias topológicas de Fréchet Por 
ejemplo en la carta que envía Alexandrov y Urysohn a 
Fréchet el 22-X1-1923 la cual hace mención al problema que 
venimos comentando 
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El rol fundamental que juegan los conjuntos 
cerrados y (acotados) en análisis no es porque 
sean cerrados sino porque son compactos en sí 
(extremales) En efecto esta ultima noción que 
se le debe a usted es de una importancia extrema 
en todas las partes de las matemáticas en 
particular ella es topológicamente invariante 
mientras que la propiedad de ser cerrado no lo es 
(como usted acaba de indicarlo) Nos parece 
entonces que si se considera a un conjunto como 
un ENTE TOPOLOGICO, la propiedad de ser cerrado 
no será una propiedad del conjunto mismo ella 
caracterizará más bien su situación en el 
espacio 
Dos años después 	 en la carta del 5-VI-1925 
Alexandrov manifiesta claramente a Fréchet por qué le 
parece injustificada la resistencia de Fréchet a tomar como 
noción de base para sus trabajos la noción de compacidad en 
si 
Usted prefiere utilizar siempre los conjuntos 
compactos (situados en espacios diversos) 
mientras que Urysohn y yo siempre hemos estudiado 
los espacios compactos en si mismos Nuestras 
razones son las siguientes 
16 
En primer lugar la propiedad de la compacidad 
de un conjunto no es una propiedad intrínseca del 
conjunto sino que es una propiedad que 
caracteriza solamente la forma en que se situa el 
conjunto en el espacio dado Por esta razón la 
recta infinita que por ejemplo no es compacta 
(en el plano, o si se quiere en sí misma es no 
obstante homeomorfa a un intervalo abierto 
cualquiera situado sobre una recta y que 
naturalmente es compacto realmente si 1 es 
homeomorfa a ( -1 1 ) por ejemplo, 1 lo es a 
(-1 1] y I es la compactificación de I 
Por otra parte se conocen muy pocas propiedades 
interesantes sobre los conjuntos acotados más 
generales situados por ejemplo en el plano 
euclidiano aunque estos sean compactos 
Cuando 	 se 	 desea 	 considerar 	 propiedades 
topológicas más precisas hay que limitarse al 
estudio de conjuntos compactos en sí es decir 
conjuntos acotados y cerrados 
En cartas posteriores, Alexandrov indicará muy 
frecuentemente a Fréchet que la importancia de nociones 
como la de compacto en sí, se debía a que ellas son 
propiedades topológicamente invariantes y que pertenecen a 
17 
una teoría que se encontraba subyacente a las diferentes 
publicaciones del francés 
Estas preocupaciones de orden axiomático también 
aparecen consignadas en algunos trabajos de Urysohn En la 
memoria de 1925 en donde elabora de forma acabada su 
teoría de la dimensión Urysohn se declara partidario de la 
definición intrínseca (por ejemplo compacto en si) frente 
a la definición extrínseca (conjunto cerrado y acotado) Su 
preferencia se sustenta en dos consideraciones "(a) una es 
de orden "estético" entre dos definiciones equivalentes (y 
ambas lo son en espacios euclidianos e incluso en espacios 
métricos), debe escogerse siempre aquella "que revele 
inmediatamente las principales propiedades de la noción a 
definir" (b) la consideración es matemática estas dos 
nociones no son equivalentes en espacios más generales" 
[18 p 35 y 55] 
De acuerdo a Bourbaki (1974) el principal aporte de 
Fréchet a la moderna teoría de la compacidad fue 
Sea E un conjunto de elementos de una clase 
normal V Para que toda familia H l numerable o 
no de conjuntos I tales que todo elemento de E 
sea interior en sentido estricto al menos a uno 
de ellos se puede extraer un numero finito de 
conjuntos formando una familia G que goza de la 
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misma propiedad que H es necesario y suficiente 
que sea extremal 
De lo anterior se puede deducir que Fréchet Introdujo 
la noción de compacto en los espacios de clase L pero se 
limitó a aportar elementos para la teoría de la compacidad 
en espacios equivalentes a los métricos Es en 1917 cuando 
Fréchet se plantea la cuestión en sentido más general al 
formular el siguiente problema estudiar las condiciones 
necesarias y suficientes para que el teorema de Heine-
Borel-Lebesgue se pueda verificar en espacios de clase L 
R L NOORE (1881-19741  
Moore, fue el primero en abordar este problema al 
publicar una nueva definición de la compacidad en los 
espacios L más limitada y precisa que la definición 
original de Fréchet 
Moore Introduce la noción de familia monótona de 
conjunto de puntos de la clase L en el sentido que para 
cada dos conjuntos de la familia uno está contenido en el 
otro Entonces define una propiedad K 
Una parte M del espacio L tendrá la propiedad K 
si para toda familia monótona G de partes 
cerradas de M existe un punto comun a todos los 
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miembros de la familia G 
Luego, a las familias monótonas de intersección vacía 
las denomina con el nombre de propias Concluye dando la 
definición de compacto 
Diré que una parte M es compacta en el nuevo 
sentido si para toda familia monótona propia F de 
subconjuntos de M existe al menos un punto que es 
punto límite de todo conjunto de puntos de F 
Al finalizar Moore establece el siguiente teorema 
Sea M una parte de un espacio de clase S M 
posee la propiedad de Borel-Lebesgue si y sólo 
si M es compacto en el nuevo sentido y M es 
cerrado 
Lo más importante de los resultados de Moore es la 
generalización del teorema de H-B-L y el esfuerzo por 
producir una definición de compacidad más elaborada que la 
de Fréchet 
S JAVISZEWSKI 
También Moore habló en su artículo de la importancia 
histórica de las contribuciones del polaco Janiszewski a la 
teoría de la compacidad 
Moore comenta que después de terminar el manuscrito 
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del presente artículo en 1912 se enteró que Janiszewski 
introdujo una concepción general de límite Además definió 
un conjunto de puntos como perfectamente compacto si toda 
sucesión de sus elementos se puede extraer una sucesión del 
mismo tipo de orden poseyendo un elemento único 
Moore indicó que existían similitudes entre algunos 
puntos de su trabajo y la definición de Janiszewski (en la 
clase S de espacios la compacidad en el sentido de Moore 
equivale a la perfecta compacidad) El señala que 
Janszewski no utilizó su concepción de compacidad para 
estudiar el teorema de Heine-Borel-Lebesgue 
Naturalmente una de las primeras generalizaciones de 
la definición de Fréchet de la compacidad es la que 
apareció en la tesis de Janiszewski en 1910 
K IMATOWSKI y W SIERPIN8K1 (1896-1980 Y 1882-1969) 
Kuratowski y Sierpinski a fines de 1921 le escriben 
una carta a Fréchet la cual contiene una discusión sobre 
puntos de desacuerdo alrededor del texto del artículo en el 
cual se publicaban resultados obtenidos con respecto al 
estudio de la generalización del teorema de H-B-L en el 
seminario de Matemáticas de la Universidad de Varsovia Lo 
más importante de esta publicación es el siguiente teorema 
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Para que el teorema de Borel-Lebesgue se aplique 
a una clase L es suficiente y necesario que todo 
conjunto infinito E de elementos de esta clase 
que es compacto y cuyo derivado también es 
compacto dé lugar al menos a un elemento p de 
potencia igual a la de E relativamente a E 
En otras palabras que toda vecindad de p contenga un 
subconjunto de E equipotente a E 
A pesar de que los autores que publicaron esta carta 
no mencionan el nombre de Janiszewski el estudio del 
procedimiento que ellos siguieron pone de manifiesto que su 
resultado se había inspirado en la tesis de Janiszweski 
Posteriormente Fréchet redefine un conjunto 
perfectamente compacto mediante la idea del teorema de 
Sierpinski-Kuratowski 
Sea E un conjunto de un espacio accesible 
[espacio T i ] E es perfectamente compacto si 
para todo subconjunto infinito e de E existe un 
punto p de E que es punto de acumulación 
maximal 
Fréchet 	 también 	 demuestra que 	 todo 	 conjunto 
perfectamente compacto es compacto en un espacio cualquiera 
y las dos nociones son equivalentes en los espacios 
métricos 
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Esta es pues la situación de los trabajos sobre los 
fundamentos de espacios compactos hacia el año 1922 cuando 
Alexandrov y Urysohn se interesa por ellos Enseguida se 
dan cuenta de la necesidad que hay de responder a la 
dispersión de teorías y definiciones de compactos con una 
unificación de lenguaje y una sistematización de resultados 
en el espacio topológico que más se prestara a los 
requerimientos de la teoría 
P S ALEXANDROV y P S URYSOEM (1896-1982 ir 1898-1924)  
Alexandrov y Urysohn produjeron el concepto de 
bicompacto 	 motivados 	 por 	 la 	 idea 	 de 	 conjuntos 
perfectamente compactos El 28 de enero de 1924 le 
escriben una carta a Fréchet en donde le notifican que 
ellos habían introducido desde años anteriores la noción de 
bicompacto para reemplazar la perfecta compacidad y hacerla 
más conforme a la definición de la compacidad ordinaria 
La definición de bicompacto como aparece en esta 
carta es 
Un conjunto A perfectamente compacto del espacio 
H (espacio accesible de Fréchet o espacio T i ] se 
llama bicompacto (en sí), si cada uno de sus 
subconjuntos infinitos da lugar al menos a un 
23 
elemento de acumulación completa de A 
Un punto es de acumulación completa (punto de 
acumulación maximal según Fréchet) de una parte de A de un 
espacio H si la potencia del conjunto A n ve es igual a la 
de A para toda vecindad V e de e 
Una parte del espacio topológico de Hausdorff (o 
topológico a secas para diferenciarlo del accesible de 
Fréchet) es compacta si satisface cualquiera de las 
condiciones equivalentes 
1) Todo recubrimiento numerable suyo por dominios 
(conjuntos abiertos) tiene un recubrimiento finito 
II) Toda parte numerable suya admite un punto de 
acumulación completa (de acuerdo a la formulación de 
Fréchet ya referida de que todo perfectamente compacto es 
compacto) 
Por ende si se sustituye en ambas manifestaciones la 
palabra numerable por la expresión de potencia menor o 
igual a la de los números reales , obtenemos la definición 
moderna de compacto 
Un conjunto infinito de un espacio topológico es 
bicompacto si admite un punto de acumulación 
completa o lo que es lo mismo, si satisface la 
propiedad de Borel-Lebesgue 
Las motivaciones que condujeron a Alexandrov y a 
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Urysohn a descubrir la definición de bicompacto fue por 
la lectura de dos observaciones que se encontraban en el 
libro de Hausdorff publicado en 1914 Estas son 
1) La compacidad en el sentido de Fréchet equivale al 
teorema de Borel-Lebesgue en los espacios métricos 
ti) La condición de Borel-Lebesgue es equivalente a la 
condición de Cantor en los espacios topológicos 
Luego hacia 1922 los dos soviéticos se convencen de 
que la nueva noción de bicompacto sirve de elemento 
unificador de tres propiedades topológicas que casi siempre 
eran utilizadas en campos teóricos(espacios abstractos) 
diferentes Bolzano-Weierstrass Borel-Lebesgue y Cantor 
Esta teoría sistemática de los espacios bicompactos 
fue publicada en la Memoria de Alexandrov & Urysohn (1929) 
Pero por las cartas de Alexandrov sabemos que estos 
resultados fueron redactados en 1922 Además desde 1924 
hablan aparecido dos artículos firmados uno por 
Alexandrov otro conjuntamente en donde están contenidas 
todas las ideas fundamentales de ésta Memoria 
Otra de las contribuciones de estos dos amigos fue la 
definición y estudio de la importancia de los espacios 
localmente compactos para la topología Redactado a 
principio de 1924 por Urysohn pero firmado conjuntamente 
se advierten algunas ideas que orientaron la formación de 
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este nuevo concepto 
En una carta posterior (del 18 de febrero de 1926) se 
encontró la definición moderna de regularidad en donde se 
observa claramente la Idea de localización topológica que 
entonces manejaba Alexandrov 
Un espacio accesible E se llama regular si 
cuando se consideran las vecindades cerradas V de 
cualquier punto suyo x en lugar de las 
vecindades abiertas se obtiene un sistema de 
vecindades que definen este espacio 
Esto es E es regular si E es accesible (o simplemente 
de Hausdorff) y todo punto suyo admite una base de 
vecindades cerradas 
Ellos consideran que la compacidad es una propiedad 
Integral 
	 sin embargo a veces se obtienen resultados 
interesantes al 	 localizar una propiedad integral La 
definición de compacidad local que ellos han venido 
utilizando es la siguiente 
Una clase H ( espacio T I de Fréchet) se llama 
localmente compacta (respectivamente bicompacta) 
en un punto e si existe una vecindad V e tal que 
VE  n VE  sea (bi) compacta en si 
Una nota adicionada entre paréntesis, revela que se 
trata de una vecindad (bi) compacta del punto en el sentido 
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actual de la definición 
Un espacio E de Hausdorff es localmente compacto 
si para todo punto de E existe una vecindad 
compacta 
Inmediatamente se precisa que dos espacios localmente 
(bi) compactos conservan muchas de las propiedades de los 
espacios (bi) compactos un espacio localmente (bi)compacto 
no necesariamente es (bi) compacto Por ejemplo los espacios 
euclidianos de dimensión n Entonces se presenta el 
problema de compactiflcar aquellos espacios que no lo son 
integralmente pero que se comportan localmente como 
compactos El procedimiento a seguir para tal efecto es lo 
que hoy se conoce como el principio de la compactificación 
de Alexandrov o compactificación por un punto al infinito 
Todo espacio accesible regular localmente (hi) 
compacto pero no (hl) compacto puede convertirse 
(de manera única) en (bi) compacto por la 
adjunción de un solo punto 
En el manuscrito de 1924 	 se mencionan las 
compactificaciones de It y 11 	 como para ilustrar el 
principio anterior 
La adjunción de un punto convierte la recta en 
una circunferencia y el plano en la superficie de 
una esfera 
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Para finalizar la siguiente propiedad de los espacios 
localmente compactos sobre la cual Alexandrov volverá en 
distintas ocasiones en los años subsiguientes es para que 
un espacio localmente compacto sea metrizable se requiere 
que el espacio sea separable 
En los renglones anteriores hemos expuesto algunos 
elementos que consideramos pueden contribuir al mejor 
entendimiento histórico del concepto de compacidad y por 
extensión a clarificar un período importante en la 
evolución moderna del análisis y de la topología 
Como hemos visto 
	 la aparición de la noción de 
compacidad y otras nociones relacionadas fueron surgiendo 
cada una reivindicando su propia eficacia y razón de ser 
Consideramos que todas esas variaciones terminológicas 
del concepto de compacidad y sus diferentes aplicaciones a 
otros contextos además de expresar una esencia común han 
enriquecido y precisado al mismo tiempo su propia 
significación 
Observándose que entre todas las formulaciones de la 
idea matemática hay una que se impone( en el sentido de 
establecer cierto orden ) por su elegancia y por la 
economía de pensamiento En el caso de la teoría de la 
compacidad fue la formulación de Alexandrov y Urysohn la 
que jugó el papel protagónico frente a las demás 
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Las conclusiones anteriores habrían podido destacarse 
aun más nítidamente de lo que aparecen en la actual 
redacción si hubiésemos extendido unas décadas más el 
periodo de la historia de la compacidad que analizamos 
Efectivamente al prolongar por algunos años más el período 
de fundamentación que hemos situado aproximadamente entre 
1904 y 1928 habríamos encontrado acontecimientos cruciales 
para el desarrollo actualmente alcanzado por la teoría de 
la compacidad y sus aplicaciones Por ejemplo el análisis 
de los trabajos del Seminario Topológico de Alexandrov en 
Moscu en la década de 1930 seguramente habría contribuido 
a realzar el poderío y la riqueza de los Instrumentos 
teóricos elaborados en el primer período 
Por otra parte se tendrá que reconstruir la génesis y 
los primeros pasos de uno de los resultados más bellos y 
fecundos de la topología el célebre Teorema del Producto 
de Tychonov en virtud del cual todo espacio producto de 
una familia de espacios compactos es compacto 
Además la continuación de esta línea de investigación 
arrojará nuevas informaciones y otros datos que sumados a 
los que presentamos en este trabajo, contribuyan al 
análisis histórico parcial que hemos hecho y favorezcan la 
comprensión global de las etapas iniciales de la Teoría de 
la Compacidad 
CAPÍTULO II 
COMPACIDAD EN ESPACIOS MÉTRICOS 
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Bajo el supuesto que los lectores de este trabajo 
tienen conocimientos de los elementos básicos de la 
topología en la recta real introduciremos la definición de 
los conceptos fundamentales en espacios métricos que luego 
utilizaremos para tratar la Teoría de Compacidad en 
espacios métricos además el lector tendrá la oportunidad 
de comparar los resultados y definiciones aquí discutidas 
con lo tratado en el capítulo anterior 
ESPACIOS MÉTRICOS 
DefinzciÉn 2 I  
Sea E un conjunto no vacío Una métrica sobre E es 
una función 
d ExE» R 
que posee las siguientes propiedades 
Para todoxyeE d(x y).1.0 
ii) Para todoxyeE d(x y) =0**x= y 
iii) Para todoxyeE d(x y) = d(y x) 
iv) Para todoxyzeE d(x y)Sd(x z) + d(y z) 
La propiedad 	 (iv) 	 es la 	 llamada Desigualdad 
Triangular 
A los elementos del conjunto E lo llamaremos puntos y 
al par (E d) un espacio métrico 
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Observacxonea 2 1  
1) Sobre un mismo conjunto E pueden en general definirse 
métricas distintas 	 las cuales dan origen a espacios 
métricos diferentes 
2) Las cuatro propiedades que posee una métrica constituye 
un sistema de axiomas consistentes aunque éstos no son 
independientes (10 p 16] 
Un modelo intuitivo natural de espacio métrico es el 
plano geométrico en el cual interpretamos con facilidad 
las propiedades de distancia Por ejemplo la primera nos 
dice que la distancia entre dos puntos es siempre un número 
real positivo o cero la segunda establece que la distancia 
es cero si y sólo si los puntos coinciden La propiedad 
simétrica nos dice que la distancia de x a y es igual a la 
distancia de y a x Por último la cuarta propiedad indica 
que un lado de un triángulo nunca tiene longitud mayor que 
la suma de las longitudes de los otros dos lados por eso 
se le denomina desigualdad triangular 
Ahora veremos una variedad de ejemplos de espacios 
métricos particulares Muchos de éstos tienen importancia 
considerable por si mismos y todos juntos ponen de 
manifiesto la gran generalidad del concepto 
Ejemplo 2 1 Sea E un conjunto cualquiera no vacío 
Definamos la funciónd ExE-.1 por dayeE 
32 
d(x y) = 1 si x se y d(x y) = O si x = y 
Al espacio ( E d ) se le denomina espacio métrico discreto 
t'emulo 2 2 Consideremos el conjunto I de los numeros 
realesyla función d(x y) =lx-yl NixyER 
Consecuencias del ejemplo 2 2 
1) Esta métrica le da a 1 estructura de espacio métrico el 
cual se llama usualmente la recta real 
2) Son muchas y muy diversas las métricas que pueden 
definirse en I Pero cuando consideremos a E como un 
espacio métrico se entenderá que la distancia es la 
definida en este ejemplo 
ESPACIOS NORMADOS 
Defanición 2 2  
Una norma en V es una función de V en E que posee las 
propiedades siguientes 
1) 	 Para todoxeV 	 lx12 O 
ii) 1x1=Owx=0 dondeees el vector nulo enVo 
elemento neutro respecto a la suma en V 
iii) Para todo x e V para todo a E E 
iv) Para todoxyell 	 lx+ yISIx1+1y1 
(desigualdad triangular de la norma) 
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Eremplo 2 3  Sea V un espacio vectorial definido sobre el 
cuerpo 1 de los numeros reales Podemos demostrar que todo 
espacio normado es metrizable, es decir puede definfrsele 
una métrica inducida por la norma y así considerársele un 
espacio métrico 
Definamos la funciónd Vx1, -.1 tal que 
ItxyEV d(x y) =lx-y1 	 des una métrica sobre V 
Observaciones 2 2  
1) Utilizaremos la notación I x I para indicar la imagen 
del vector x y la llamaremos norma de x 
2) Intuitivamente podemos Interpretar la norma como la 
longitud de vectores particularmente si pensamos en los 
vectores del plano o del espacio 
3) Al par ( V I I I ) 	 esto es a un espacio vectorial 
provisto de la norma se le denomina espacio normado 
4) Además un espacio vectorial V sobre 1 puede en 
general proveerse de diversas normas dando origen a 
distintos espacios normados 
A partir de este momento y cuando sea necesario 
trataremos a los espacios normados como métricos 
entendiendo siempre la distancia como inducida por la 
norma 
5) SeaXe1 	 ols yB(x 1) = (f1C-1/fes acotada ) 
Para cada f e 130( 110 definimos 1 f I = smp I f(x) I 
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Se tiene que 1 1 es una norma sobre el R-espacio B(X E) 
Si X es un subconjunto compacto de E y 
C(X E) = (fX-E/fes continua ), por el Teorema de 
Weierstrass C(X E) a B(X E) y por lo tanto C(X E) es un 
espacio normado 
ESPACIO cap! PRODUCTO INTERIOR 
Definición 2 3  
Un producto interior en V es una función definida en 
vxV sobre E con las propiedades siguientes 
1) 
	 x E y xr 0 ex•x>0 (positivo definido) 
ii) Para todoxyEV 
	 x•y=y•x(simetria) 
iii) Para todo x y l z E V para todo 
a A E E 
	 ( ax + Ay ) o z = a ( 2c*z ) + A ( ybz ) 
Utilizaremos la notación 'coy para indicar la imagen 
del par (x l y) e VxV 
Al par ( V • ), esto es a un espacio vectorial V sobre 
junto con un producto interior en V, se le denomina espacio 
codicie° 
Consecuencias de la definición de producto interior 
1) Para todoxEV O•x= (00) •x= O (O•x) = O 
En particular O • O = 0 
Esto nos permite ampliar i 
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2) Para todoxell x•x1.13 xox=0ex= 
La simetría y la linealidad por la izquierda nos 
proporcionan la linealidad por la derecha 
VxyzEV VaºER 
x • ( ay + ºz ) = ( ay + 2z ) •x=a(y•x) + 
º (z•x) =a(x•y) + 
	 (x•z) 
3) Una propiedad menos evidente pero Importante es la 
desigualdad de Schwarz 
x,yEV lx•yi S in;)1 7•7 
tiemple, 2 4  Sea V un espacio vectorial en el cuerpo I de 
los números reales Todo espacio euclídeo ( V • ) puede 
considerarse como normado definiendo la norma 1 1 por 
Para todoxEV 1x1= 1777 lo cual tiene sentido 
sabiendo quex•xkO Se puede verificar que se trata de 
una norma 
Siempre que se considere un espacio euclídeo como un 
espacio normado se entenderá la norma (1) 
La métrica natural de un espacio euclídeo es 
Para todoxyEV 	 d(x y) = i(x-y) • (x-y) 
Eremplo 2 5 
 Consideremos el conjunto 21 de todas las n-adas 
ordenadas de numeros reales Este es un espacio vectorial 




Observaciones 2 3  
1)r es además un espacio euclideo con respecto al 
producto interior 
( a1 a2 	 aA ) • ( b i b2 	 bA ) = a l b 2 + isba + 
al be 
2) Se pueden definir diferentes métricas en 	 como por 
ejemplo 
di (x 	 y 	 (xl -39 2 
d2 (x 	 sup I x i - "1 
1 Si S n 
a 
(x Y). r 	 I 
ESPERA ABIERTA 
Patinicidn 2 4  
Sea ( E d ) un espacio métrico cualquiera Tomemos un 
puntoaEEyun námero real no Se denomina esfera 
abierta de centro a y radio r al conjunto 
N(a l r) = (xEE/ d(x,a) <r) 
Se denomina esfera abierta reducida de centro a y radio r 
es el conjunto 
37 
NI (a r) = ()LEE/ 0 c d(x a) cr) que es lo mismo que 
N(a,r) - ( a ) 
Una esfera cerrada de centro a y radio r es el 
conjunto Nis r]= (xSE/ d(x a) Sr) 
Y superficie esférica de centro a y radio r es el conjunto 
S(a r) = (xeE/ d(a x) =r) 
ObservacOn 2 4.  Una esfera abierta no puede ser un 
conjunto vacío ya que al menos el centro pertenece a él 
Una esfera abierta reducida o una superficie esférica 
puede por otra parte resultar un conjunto vacío 
,PUN77) INTERIOR 
flefinición 2 5  
Sea ( E d ) un espacio métrico cualquiera y A un 
subconjunto de E Se dice que x e A es un punto interior de 
A si existe un número real r>0 tal que N(x r) c A 
Al conjunto A° = (xeA/xes interior deA} se le 
denomina interior del conjunto A 
Observaciones 2 5  
1) A! c A 
2) A° puede ser vacío sin que lo sea A 
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CONJUNTO ABIERTO 
Definición 2 6  
Sea ( E d ) un espacio métrico cualquiera y A un 
subconjunto de E Decimos que el conjunto A es abierto si 
A = A° , es decir si todo punto de A es interior 
BiemoIo 2 6 El conjunto E y el conjunto vacío son 
abiertos 
Proposición 2 1 La unión de una familia cualquiera de 
conjuntos abiertos es un conjunto abierto 
Demostración Sea A la familia de conjuntos abiertos y 
S = U As Demostraremos que $ es abierto 
sen 
Si x E S entonces x E A para algún A e A pero A es 
abierto luego existe un número real r > O tal que 
N(x,r) c A 
Por otro lado A c S lo que implica N(x r) c S o sea que 
x es interioraSySes por lo tanto abierto 
proposición 2 2 Toda esfera abierta es un conjunto 
abierto 
Demostración 
 Sea la esfera abierta N(a r) y x e N(a r) un 
punto cualquiera de ella Debemos demostrar que x es 
interior a la esfera 
Consideremos el numero real 1' 1 = r - d(a x) > O y la esfera 
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abierta N(x r 1 ) Demostraremos que N(x 	 c N(a r) 
Para todo y E N(x g r i ) d(x y) < rp es decir 
d(x y) < r - d(a x) esto es d(x y) + d(a x) < r luego 
d(a y) < r lo que implica y E N(a r) 
Las siguientes proposiciones son fáciles de probar 
por eso omitimos sus demostraciones 
proposición 2 3  Para todo conjunto A en ( E g d ) A es un 
conjunto abierto es decir A 	 = A 
Pr000sición 2 4  La intersección de un numero finito de 
conjuntos abiertos es un conjunto abierto 
Proposición 2 5  Si A y B son conjuntos cualesquiera en un 
espacio métrico entonces 
A uB c(AuB) 	 A (In = (An n) 
ENTORNO DE UN PUNTO 
Definición 2 7  
Sea (Ed) un espacio métrico cualquierayaeE Se 
llama entorno del punto a a todo conjunto abierto que lo 
contenga En particular, una esfera abierta de centro a y 
cualquier radio r es un entorno de a Observemos por otra 
parte, que todo entorno de a contiene una esfera abierta de 
centro a ya que a pertenece al entorno y es por tanto 
punto interior de éste 
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PUNTO DE ACUMULACIÓN 
Definición 2 8  
Sea ( E d ) un espacio métrico A es un conjunto en 
(Ed)yxeE Se dice quexes un punto de acumulación 
del conjunto Si todo entorno de x contiene puntos de A 
distinto de x Esto es para todo entorno de x se cumple 
(S- {x) )nA* • 
Observaciones 2 6 Sea A un subconjunto de un espacio 
métrico 
1) Puede suceder el conjunto A no admita puntos de 
acumulación o que el conjunto de los puntos de acumulación 
de A sea finito o infinito 
2) No es necesario, en la definición que x sea elemento de 
A 
3) Si x pertenece a A pero no es punto de acumulación de 
A recibe el nombre de punto aislado de A Es decir que 
existe algún entorno de x que no contiene puntos de A 
~opio 2 7  En la recta real el conjunto ( 1 1/2 1/3 
) posee un unico punto de acumulación que es el cero 
el cual no pertenece al conjunto Todos los elementos del 
conjunto son aislados 
Eiemplo 2 8  En la recta real todos los elementos de I son 
puntos de acumulación del conjunto de los números 
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racionales 
proposición 2 6  Si A es un conjunto en el espacio métrico 
(Ed)yxeEes tal que para todo numero realr> O 
A n N I (x r) • # 
entonces x es un punto de acumulación de A 
Demostración Sea S un entorno cualquiera de x Como x e S 
y S es abierto existe un r > o tal que N(x r) c S lo que 
implica NI (x 1 r) c S - ( x de donde 
# * A n NI (x r) c ( 5 - ( x )) n A 
El recíproco de este resultado es por supuesto cierto ya 
que una esfera abierta de centro x es un entorno de x 
CONJUNTO DERIVADO 
pefinición 2 9.  
Se denomina conjunto derivado de A al conjunto de 
todos los puntos de acumulación del conjunto A y se 
representa por A 
proposición 2 7 Sea x un punto de acumulación de un 
conjunto A Si S es un entorno cualquiera de x el conjunto 
(S- (x) )nAes infinito 
Demostración Lo probaremos por reducción al absurdo 
Supongamos lo contrario esto es 
(S- (x) )nix=(x l xl 	 x1 ) 
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Para algún entorno S de x consideremos rk = d(x xk ) > O 
( k = 1, 2 
	 n) 
Por otro lado como S es abierto y contiene a x existe un 
ro > O tal que N(x r o ) c $ 
Sea r = mín ( r o r i 	 r8 } 
Entonces NI (x r)nA= , ya que N I (x r)cS- (x)y no 
contiene ninguno de los xk 	 Pero esto contradice la 
hipótesis de que x es un punto de acumulación de A 
Observaciones 2 7  
1) De este teorema se deduce que para que un conjunto de 
un espacio métrico tenga la posibilidad de admitir 
puntos de acumulación debe ser infinito 
2) Un conjunto finito no admite puntos de acumulación 
3) Si un conjunto es infinito no puede asegurarse que 
admita puntos de acumulación 
Evemolo 2 9 El conjunto N de los numeros naturales es 
infinito y no tiene puntos de acumulación 
4) Si A c B es evidente tomando en cuenta la definición 
que todo punto de acumulación de A lo es también de B esto 
es, A c B 
43 
>Definición 2 10  
Sea ( E d ) un espacio métrico cualquiera y A un 
subconjunto de E Si A e A es decir si A contiene todos 
sus puntos de acumulación decimos que A es un conjunto 
cerrado 
Como hemos visto 	 en el capítulo anterior 	 los 
conceptos de punto de acumulación y de compacidad están 
estrechamente relacionados Pero es importante señalar que 
la proposición 2 7 es válida sólo para espacios métricos 
y ciertas categorías de espacios topológicos [5] 
Observaciones 2 8  
1) Si A no admite puntos de acumulación es decir A = • 
A es cerrado, ya que siempre A e A 
2) El conjunto vacío y cualquier conjunto constituido por 
un número finito de puntos son conjuntos cerrados 
Trivialmente, el conjunto E también es cerrado 




Definición 2 11  
Sea ( E d ) un espacio métrico cualquiera y A un 
subconjunto de E Si A = A esto es que A sea cerrado y 
que todos sus puntos sean de acumulación se denomina 
conjunto perfecto 
Ziemplo 2 10 El conjunto de los numeros reales es un 
conjunto perfecto 
'UNTO DE ADHERENCIA 
Definición 2 12  
Sean ( E d ) un espacio métrico y A un conjunto sobre 
el espacio métrico (Ed) Al conjunto X=AtiA 
	 es 
decir la unión de A con todos sus puntos de acumulación se 
le denomina clausura de A y sus elementos reciben el nombre 
de puntos de adherencia de A 
Observación 2 9 
 SiA cAeX=AuA = A, es decir un 
conjunto es cerrado si coincide con su clausura En general 
tendremos queAcXyAcX 
Supongamos queAcBysabemos queA cB luego obtenemos 
X 2 
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Proposición 2 8 
 Para todo conjunto A en un espacio métrico 
se verifica ( X ) = A 
	 es decir X es cerrado 
La siguiente proposición nos da algunas alternativas para 
definir el concepto de puntos de adherencia 
Prevención 2 9 
 Sea A un conjunto de clausura no vacía 
las siguientes proposiciones son equivalentes 
ii) d(x A) = inf ( d(x l y) / y e A 1 = 0 
III) Para todo entorno S de x S n A 0 # 
Proposición 2 10 
 Sea ( E d ) un espacio métrico y A un 
conjunto sobre (Ed) Aes cerrado slysólo si su 
complemento es abierto 
Corolario 2 1 
 A es abierto si y sólo si su complemento es 
cerrado 
Proposición 2 11  
1) 	 La unión de un número finito de cerrados es un 
conjunto cerrado 
ii) La intersección arbitraria de una familia de cerrados 
es un conjunto cerrado 
Proposición 2 12 Toda esfera cerrada así como toda 
superficie esférica es un conjunto cerrado 
Proposición 2 13  Sea ( E d ) un espacio métrico Si A y B 
son conjuntos cualesquiera de ( E d ) entonces 
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c XtZ 
proposición 2 14  Sea ( E d ) un espacio métrico y A un 
conjunto cualquiera de este espacio métrico entonces se 
verifica 
11=X =E-A E- X = (E-A) 
CONJUNTO ACOTADO 
Definición 2 13  
Sea ( E d ) un espacio métrico y A un conjunto no 
vacío en el espacio métrico ( E d ) Decimos que A es 
acotado si existe algún número real k > O tal que para 
todo elemento x y de A tenemos que d(x y) S k 
Observación 2 10  Todo subconjunto no vacío de un conjunto 
acotado es también acotado 
CONJUNTO PRECOMPACTO o TOTALMENTE ACOTADO 
Definición 2 14  
Decimos que el conjunto A es precompacto si a 
cualquier número real e > O corresponde un conjunto finito 
de puntos x l xl 	 1 x e A tales que A c t N(x kl e) 
bi 
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Observaciones 2 11  
1) Si A es finito entonces A es precompacto 
2) Si A es precompacto no necesariamente A es finito 
Proposición 2 15 En un espacio métrico cualquiera todo 
conjunto precompacto es acotado 
Proposición 2 16 
 Sea ( E d ) un espacio métrico Si A es 
un conjunto precompacto sobre ( E l d ) todo subconjunto no 
vacío de A es precompacto 
CONJUNTO DENSO 
Definición 2 15  
Sea ( E d ) un espacio métrico 	 Un conjunto A de 
( E d ) es denso si X = E 
Observaciones 2 12  
1) Trivialmente el conjunto E es denso, además es el 
único conjunto cerrado y denso ya que si A fuese 
denso y cerrado entonces A = 1 = E 
2) Existen subconjuntos propios que son densos por 
ejemplo, el conjunto de los números racionales Q en la 
recta real es denso y constituye el ejemplo clásico 




Definición 2 16  
Sea ( E d ) un espacio métrico Se dice que un 
conjunto no vacío A en el espacio métrico ( E d ) es 
separable si existe un conjunto contable S con S c A tal 
que A c 
Observaciones 2 13  
1) Se dice que el espacio métrico ( E d 
	 ) es separable, 
si el conjunto E es separable En este caso la 
definición se reduce a que existe un conjunto denso y 
contable 
2) La 	 recta 	 real 	 es 	 el 	 ejemplo 	 clásico 	 de 	 espacio 
separable 	 ya 	 que 	 el 	 conjunto 	 (Q) 	 de 	 los 
	 numeros 
racionales es denso y contable 
3) Todo 	 conjunto 	 contable 	 (Incluyendo 	 los 	 finitos) 
	 es 
separable 
CONTINUIDAD EN ESPACIOS MÉTRICOS 
Con los resultados sobre continuidad que presentamos 
en esta sección Intentamos cubrir las propiedades básicas 
sobre este tema Como no pretendemos discutir 
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detalladamente al respecto 
	 hemos decidido omitir las 
demostraciones 
CONTINUIDAD EN UN PUNTO 
Definición 2 17  
Sean (Ed)y(Fd) espacios métricos cualesquiera 
y A un subconjunto de E Consideremos una función 
fAcE- F 
Decimos que f es continua en un punto a e A si a todo 
entorno T de f(a) corresponde un entorno S de a tal que 
f(SnA)cT es decir para todoxeSnA 
	 ((x)eT 
Proposición 2 17 
 Si (Xd) (Yd) son espacios métricos 
yxEX entoncesfX—Yes continua enx siysólo si 
para cada sucesión ( xl ) en X que converge a x l la sucesión 
( f(25) ) en Y converge a f(x) 
Proposición 2 18 
 Sean (Ed), (Fd) (Gd) espacios 
métricos fAcE-.F gBcF-Gcon f(A)cB 
Si fes continua en el puntoaeAyges continua en f(a) 
entonces g • f es continua en a 
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CONTINUIDAD EN UN CONJUNTO 
pefinición 2 18  
Sea (Ed) un espacio métricoyfAcE-F Decimos 
que f es continua en el conjunto A si f es continua en todo 
punto de A 
Proposición 2 19  Sean (Ed) (Fd) (Gd) espacios 
métricosyfAcE-F gl3cF-Ocon f(A)cB 
Si f es continua en A y g es continua en f(A) entonces 
g • f es continua en A 
provosición 2 20  Sean (Ed) (Fd) espacios métricos 
yfAcE-.1/ dondeAes abierto fes continua enAsi y 
sólo si para todo conjunto T abierto en ( F d ) f 1 (T) es 
abierto en ( E d ) 
Como consecuencia de la Proposición 2 20 y el 
Corolario 2 1 obtenemos 
Proposición 2 21 
 SeafAcE-.17 dondeAes cerrado f es 
continua en A si y sólo si para todo conjunto T cerrado en 
( F d ) f l (T) es cerrado en ( E d ) 
CONTINUIDAD UNIFORME 
Definición 2 19  
Sean ( E d ) ( F l d ) espacios métricos Decimos que 
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la funciónfAcE-Fes uniformemente continua en el 
conjunto A si a cada e > O le corresponde un 8 > O tal que 
para todoxyeAcon d(x y) < 8 
d (f(x) f(y)) < e 	 Toda función uniformemente continua es 
de hecho continua 
CUBRIMIENTO 
afinzeitin 2 20  
Sea ( E d ) un espacio métrico 	 La familia de 
conjuntos Al = ( Ai 	 i e I 	 es un cubrimiento de E si se 
cumple queEc UA El conjunto I de los subíndices 
I« I 
puede ser arbitrario 	 puede ser numerable e incluso 
infinito no numerable o finito en éste ultimo caso el 
cubrimiento se llama cubrimiento finito 
Si para cada i e I A l es abierto entonces el cubrimiento 
se llama cubrimiento abierto 
Eiemolo 2 II  
1 A1 = ( -1/n 	 2 - 2/n ) nEN es un cubrimiento abierto 
del conjunto E = [ 0 1 ] ya que 
	
U A1 	 (- 1 2 ) o [ 0 1 ] obsérvese además que 
a 1 	 " 
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A = ( -1,0 ) Al = ( -f 1 ) 1 A2 = ( -lb 4/3 ) m E 	 A4 = 
( -1 1 3/2 ) 	 E 	 A = ( -un (2n-2)/n ) 	 Nótese 
también que E - A l = E 	 E - A2 = ( 1 ) E - Ai = 42 
si i t 3 y como E ( 1 ) y th son cerrados contenidos en E 
entonces se tiene que ( E - Al ) 10 es una familia de 
cerrados de E lo que es obvio si recordamos que el 
complemento de un conjunto abierto es cerrado 
2 Da = ( -n n ), n E N es un cubrimiento abierto de toda la 
recta numérica representada por I = ( -0,0 ) 
REFINAMIENTO DE UN CUBRIMIENTO 
Definición 2 21  
Se dice que el 	 cubrimiento V = 	 ( Vi 	 j 	 E J 	 ) 	 es más 
fino que el cubrimiento M = ( Va 	 a E I ) 	 si para cada j E 
J existe a e I tal que 	 Vi c V a 
Ejemplo 2 12  Bi = ( -1/k 2 	 1 - 1/k )1LENes más fino que 
As = ( 	 -1/n 2 - 2/n )nEN 	 ya que Bi cAl 	 Si c Al 
timp 
Definición 2 22  
Sea ( E d ) un espacio métrico Un subconjunto finito 
F = ( x l x2 	 xa ) del espacio métrico ( E d ) se llama 
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e-red si la familia ( B ( x i E ) 
	
i = 1 2 	 n 
constituye un cubrimiento de E es decir cuando 
d (xF) <E para todoxEE 
AMERO DE LEBESOUE 
ElefinIciAn 2 23  
Sea N = ( Va a E I ) un cubrimiento cualquiera de E 
Si el cubrimiento (B(x8 ) 	 xeE) formado por todas 
las bolas de radio 8 es más fino que M I entonces se dice 
que 8 es un número de Lebesgue para el cubrimiento N 
A continuación presentaremos cinco criterios diferentes de 
compacidad que nos ayudarán a mostrar que un problema puede 
ser resuelto utilizando cualesquiera de ellos 
CRITERIOS DE COMPACIDAD 
Las siguientes definiciones de compacidad que hemos 
llamado criterios son algunas de las múltiples 
alternativas que se tienen para abordar el tema Nuestro 
objetivo en esta sección es demostrar que las formulaciones 
son equivalentes y preparan el terreno para la discusión de 
la próxima sección 
En cualquier espacio métrico ( E d ) las propiedades 
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siguientes son equivalentes 
Cl 	 Todo cubrimiento abierto de E posee un subcubrimiento 
finito de E 
C2 	 Toda familia de cerrados de E de intersección vacía 
contiene una subfamilia finita de intersección vacía 
C3 Toda familia de cerrados de E en la que cualquier 
subfamilia finita es de intersección no vacía es a su 
vez de intersección no vacía 
C4 Toda sucesión de puntos en E posee una subsucesión 
convergente en E 
CS 	 Para todo cubrimiento abierto de E existe un número 
8 > O de Lebesgue y a cada E > O le corresponde una 
E-red en E 
remostración 
Cl w C2 es evidente ya que Cl y C2 son enunciados dueles 
Recordar aclaración dada en el ejemplo 2 11 1 
C2 w C3 es obvio debido a que C3 no es más que otra 
versión de C2 
Note que en lugar de C4 se puede colocar lo siguiente 
Toda sucesión en E posee un atractor en E  
C3 	 C4 Sea ( ita ) una sucesión en (Ed)yse considera 
para cada n la sucesión final S I = { xe 	 m k n ) luego 
( r ) es una familia decreciente de cerrados en E l con O ig 
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la 	 propiedad 	 de 	 cualquier 	 subfamilia 	 finita 	 tiene 
intersección no vacía 
	 entonces por C3 existe al menos un 
x E 	 /1 	 31 	 el cual resulta ser un atractor de la sucesión 
rem 
( 	 x : 	 ) ya que 
x€ 11 	 VnEN 
xE 	 Ç 	 -*Bni al 	 con 	 x 	 y 	 d(x 	 ) < 1 
x E 	 A; 	 -9 3 n2 > n i con 	 xa2 	 £82 	 y 	 d ( x 	 x )C 4  
xc 	 n 	 -• 3 n3 > n2 	 con 	 xai 	 83 	 y 	 d ( x ) 	 < 	 1/4 
x e 	 n- 9 n: > n21 con 	 ica. 	 E 52 	 y 	 d ( x 	 xma ) < 1/k 
De esta manera hemos construido una subsucesión ( ) de 
( x: ) tal qued(x 	 xat ) 	 1/k NikEN 
Entonces xar 	 x por consiguiente x es un atractor de 
( x ) 
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C4 e CS ( Por reducción al absurdo ) 
1 Supongamos que existe un cubrimiento abierto M de E para 
el cual no existe ningun numero de Lebesgue Esto significa 
que para cada neN existe un punto xe e E tal que la bola 
B ( xe 2 2 ) no está contenida en algun V e M Por 
hipótesis ( x e ) tiene un atractorxeE SeaxeVeM, 
entonces existe un k e N tal que la bola B ( x , 2 k ) e V 
luego segun la desigualdad triangular se cumple que para 
todoyeB(x l 2 k1 ) B(y 2" )cB(x 2 k )cV 
Esto implica que xe f B ( x 2 k1 ) para todo n 2 k+1 lo 
que es una contradicción con el hecho de que x es un 
atractor de ( x e ) 
2 Supongamos que existe un ee > O al que no le corresponde 
Ea -red, entonces E no puede cubrirse por un número finito de 
bolas de radio el Por inducción, puede seleccionarse una 
sucesión de puntos x e e E tal que 
xo4 CE- tr )3( xi eo ) neNEntoncesd( x ft xu ) 2 eo si 
paramneN m•n Luego para cadaxeE la bola 
S ( x e0 /2 ) contiene a lo sumo un punto de la sucesión 
( xe ) es decir ( xe ) no tiene un atractor en E lo que 
constituye una contradicción con C4 
CS + Cl Sea M = { ve a e 1 ) un cubrimiento abierto de E 
entonces existe un número de Lebesgue 8 > O para M y existe 
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una sucesión finita x I x1 	 xa tal que 
E= 	 B ( x 6 ) 1 11 
Para k = 1 2 	 n existen abiertos yik E M que 
contienen a las bolas respectivas B ( x i 8 ) y por tanto 
(
y11 y 	 1 	 es un subcubrimiento finito de E con lo 
que se obtiene Cl 
CONJUNTO COMPACTO 
Definición 2 24  
Un espacio métrico ( E l d ) se dice compacto si cumple 
alguna de las propiedades equivalentes C1 - CS 
Un subconjunto C C * • , de E es compacto si lo es el 
subespacio ( C dc ) ( de es la métrica inducida por d 
sobre C ) 
PROPIEDAD BOLEANO-WEIERSTRASS 
Definición 2 25  
Decimos que el conjunto A posee la propiedad Bolzano-
Weierstrass, si todo subconjunto infinito T de A admite un 
punto de acumulación enA es decir T nA* ,Aestos 
58 
conjuntos los representaremos por BW 
Como estudiamos en el capitulo anterior esta propiedad es 
la segunda definición de compacto que se encuentra en la 
nota de Fréchet en 1904 
Proposición 2 22 Sea ( E d ) un espacio métrico Si x y 
son puntos de un espacio métrico ( E d ) tales que x • y 
existe un entorno S de x y un entorno T de y con S n T = , 
Proposición 2 23 Sea ( E d ) un espacio métrico 
Consideremos un conjunto compacto A y x un punto ambos en 
un espacio métrico Si x • A existe un entorno S de x y un 
conjunto abierto T con A c T tales que S n T = 4 
Corolario 2 2  Sea ( E d ) un espacio métrico cualquiera 
Todo conjunto compacto en ( E d ) es cerrado 
Demostración 
Sea A un conjunto compacto en ( E d ) Si A = E sabemos 
que A es cerrado Supongamos que A es un subconjunto propio 
de E y tomemos un x e A, es decir x e E-A 
Por la proposición 2 23 	 existe un entorno S de x y un 
conjunto abierto T con A c T tales que S n T = 4 Pero 
entonces S n A = 4, lo cual implica por la proposición 
211 
	 que x it A 
Entonces tenemos que ( E-A ) n X = # de donde X c A 
es decir 
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A = X Luego A es cerrado 
Proposición 2 24 Sea ( E l d ) un espacio métrico Todo 
conjunto compacto en ( E d ) es precompacto 
Demostración Sea A un conjunto compacto y e > O un número 
real La familia de esferas abiertas N ( x e ) para todo 
x e A es evidentemente un cubrimiento abierto de A 
Por C1 tenemos un subcubrimiento finito 
( N(x l e) N(x21 e) 	 N(xa e) ) es decir 
A c Ti N(x e), donde x" x 2 	 x e A : 	 e il 
Corolario 2 3  Todo conjunto compacto en un espacio métrico 
es acotado 
La caracterización de los conjuntos compactos de la 
recta real como cerrados y acotados como hemos visto fue 
uno de los Ideales centrales que impulsaban el interés de 
generalizar el concepto de compacidad Los Corolarios 2 2 
y 2 3 aseguran que en espacios métricos los conjuntos 
compactos son cerrados y acotados 	 Sin embargo 	 lo 
recíproco no es siempre válido Existe una gran variedad de 
ejemplos, pero el lector puede servirse del siguiente 
Sobre el conjunto Q de los números racionales visto como 
subespacio de la recta real consideremos el conjunto 
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A= (xeQ 	 a<x<b), dondeabeR Siaybson 
irracionales a < b Entonces A es cerrado (en Q) y acotado 
pero no compacto 
Proposición 2 25 Sea ( E d ) un espacio métrico Un 
conjunto A en el espacio métrico ( E d ) es compacto si 
sólo si es BW 
Proposición 2 26  Sea (Ed) un espacio métricoyAcE 
Si B es un subconjunto no vacío y cerrado de un conjunto 
compacto A entonces 8 es compacto 
CONJUNTO RELATIVAMENTE COMPACTO 
Definición 2 26  
Sea ( E d ) un espacio métrico Decimos que un 
conjunto A no vacío en un espacio métrico ( E d ) es 
relativamente compacto si su clausura es compacta 
Proposición 2 27  Sea (Ed) un espacio métricoyAcE 
Si B es un subconjunto no vacío de un conjunto 
relativamente compacto A entonces B es relativamente 
compacto 
Pronosición 2 28 Sea ( E d ) un espacio métrico Todo 
conjunto relativamente compacto en un espacio métrico 
( E l d ) es precompacto 
Proposición 2 29  Sean (Ed)y(Yd) espacios métricos 
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si f X 	 Y es continua y si X es compacto entonces 
f(X) e Y es compacto 
Demostración Sea ( Va 3 un recubrimiento abierto de f(X) 
Como f es continua por la proposición 2 20 todos los 
conjuntos f i ( Va ) son abiertos Como X es compacto 
tenemos un numero finito de Indices a a1 as tales que 
Xcf l ( Tra2 )u 
	 uf'( tra 	 ) 
Luego f(f i (E) ) = E para todo E e Y Entonces implica que 
f(X) e ( 	 ) u 	 u ( 	 ) Así f(X) es compacto 
Lema 2 1  Un conjunto compacto A en la recta real admite 
extremos inferior y superior Ambos extremos pertenecen a 
A 
Los siguientes resultados son aplicaciones del  
concento de compacidad  
flovosiczdn 2 30 (Weierstrass) Sea ( E d ) un espacio 
métrico Si fAcE-11tes continua en el conjunto compacto 
A entonces f alcanza en A máximo y mínimo absolutos 
Demostración Por la proposición 2 29 el conjunto f(A) en 
la recta real, es compacto y, por el lema 2 1 , existen a 
= inf(A) 	 2 = sup f(A), a 2 e f(A) 
Como a l S pertenecen al rango de f, deben existir puntos a b 
E A con f(a) = a, f(b) = 
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Además para todo x e A ((x) e f(A) luego f(a) 5 ((x) S 
f(b) es decir que f alcanza en a un mínimo absoluto y en 
b un máximo absoluto 
En el capítulo anterior estudiamos que Fréchet extiende 
este resultado al caso de un espacio más general con la 
topología de la convergencia de sucesiones 
Proposición 2 31  (Heme) Sea (E d) un espacio métrico Si 
fAcE...Fes continua en el conjunto compactoA entonces 
f es uniformemente continua en A 
Demostración Sea e > O Para cada punto a e A como f es 
continua en él existe un r > O que corresponde a e/2 tal 
que, para todoxeAON(a r) d( f(x) ((a) ) < E/2 
Además la familia de esferas N(a r/2) con a e A es 
claramente un cubrimiento abierto del conjunto compacto A 
Luego existen esferas N(a l r 1/2) N(a2 r2/2), 	 1 N(a 1l r1 /2) 
tales que A e 16 N(al r/2) 
¿2 
Sea 6 = mm n ( r 1 /2, r 2/2 	 r 1/2 } 
Tenemos ahora que para todo xy e A con d(x y) < 8 se 
tiene que x e N(a 1l r 1 /2) ( para algún i = 1 2 n ) de 
donde obtenemos 
d(y al ) S d(x y) + d(x a i ) < 8 + r1 /2 < 
es decir que x g y e A n N( al y entonces 
d ( f(x) ((a1 ) ) S e/2 d ( f(y) ((a1 ) ) 5 e/2 luego 
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d (((x) ((y)) < d ( ((x) ((a 1 )) +d (((y) ((ad ) c€ 
En la presentación histórica del concepto de 
compacidad advertimos que E Heine utiliza la propiedad de 
los Intervalos cerrados y acotados de 1 como una técnica 
para demostrar la proposición 2 31 
APLICACIONES DE LOS CRITERIOS DE COMPACIDAD 
El uso de distintas definiciones y varias alternativas para 
la demostración de la compacidad en espacio métrico 
enriquecen la docencia y favorecen el aprendizaje en 
situaciones que plantean retos cognitivos a los estudiosos 
ya que los interesados serán parte activa en el proceso de 
enseñanza-aprendizaje 
Este enfoque puede sustentarse fácilmente por medio de los 
contenidos que se requieren para comprender la compacidad 
Es por ello que los estudiantes deben dominar tanto el 
contenido como el concepto de abstracción que corresponde 
a la complejidad del tema 
En este capitulo presentaremos cinco formas diferentes de 
demostrar la compacidad de un subconjunto con el fin de 
mostrar que un problema puede ser resuelto utilizando 
diversos criterios 
Eternal° 2 13  Sean ( E d ) un espacio métrico y ( x ) una 
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sucesión en E que converge a un punto x E E 
SIC= ( xa 	 neN)u(x) entoncesCes compacto en 
( E d ) 
Demostración Por cada una de las caracterizaciones  
1 Según Cl Todo cubrimiento abierto de E contiene un 
subcubrimiento finito de E 
Sea N = 	 Ve 	 a E I ) un cubrimiento abierto de C 
SixEV para ciertoBEIycomo hm x a = x l entonces para 
un determinado N se cumple que x l E VI si n 2 N y los 
puntos ica con n < N es una cantidad finita luego pueden 
cubrirse por una cantidad finita de Ve entonces según Cl 
el subconjunto C es un compacto en E 
2 Segun C2 Toda familia de cerrados de E de intersección 
vacía contiene una subfamilia finita de intersección 
vacía 
Si B = [ BI 	 i E I ) una familia de cerrados de C tal que 
n 	 = 
mr 1 
ComoicE 
	 B • 4 existe un 10 E1 tal queicE ha I 
luego x e C - Bi el cual es abierto 
Como x,• x existe un N E N tal que ice e C - B1 Y n 2 N 
0 sea { ice 	 ii2141)trix) cC- As 	 por lo tanto 
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81 	 c ( x i x2 	 xN-I 
Como x 1 1 n Bi existe 1 1 E I tal que x i 	 Bis 
pa 131 existe 1 2 E I tal que x 2 	 Bia 
'eh E L1 B1 existe iw i El tal que xii 	 B fill 
N-I 
Es decir que n E12 
 = • Y ( El 	 Bij 	 B 	 ) es una 
j=0 
subfamilia finita de B y según C2 el conjunto C es 
compacto 
3 Según C3 Toda familia de cerrados de E en la que 
cualquier subfamilia finita es de intersección no vacía es 
a su vez de intersección no vacía 
Es similar a (2) puesto que (C3) no es más que otra 
versión de (C2) 
4 Segun C4 Toda sucesión de puntos en E posee una 
subsucesión convergente en E 
Sea ( bit ) una sucesión de puntos de C luego se puede 
construir una subsucesión ( bala ) de ( ba ) que es a su vez 
una subsucesión de ( x a ) Como ( xa ) converge a x se 
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tiene que ( km ) converge a x luego x es un atractor de 
( be ) por lo tanto según C4 el conjunto C es un compacto 
El criterio CS lo consideramos de interés teórico-
metodológico 
	 para 	 poder 	 efectuar 	 la cadena 	 de 
implicaciones 	 en 	 la demostración del 	 criterio de 
compacidad 
CAPÍTULO III 
COMPACIDAD EN ESPACIOS TOPOLÓGICOS 
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En este capítulo presentaremos los conceptos básicos 
de la Topología General a fin de poder introducir el 
concepto de compacidad en espacios topológicos Muchos de 
los resultados han sido formalmente establecidos sobre 
todo aquellos cuyas demostraciones son idénticas a las 
anotadas en el capítulo II y que fueron formuladas para 
espacios métricos 
Para concluir este trabajo 	 discutiremos algunas 
situaciones que nos muestran claramente las dificultades 
naturales que se confrontan al tratar de desarrollar una 
Teoría de Compacidad en Espacios Topológicos partiendo de 
las experiencias adquiridas en los casos de Espacios 
Métricos y el sistema de los números reales 
ESPACIOS TOPOLCIOICOS 
Definición 3 1  
Sean X un conjunto no vacío dC e P(X) Decimos que 
(X t) es un espacio topológico (o que t es una topología 
sobre X) si y sólo si se cumplen 
Ti obETXes 




T 3 Si Al AI e s e entonces Al n A2 E s 
A los elementos de X los llamaremos puntos y a los 
elementos de T los llamaremos s-abiertos o simplemente 
abiertos en el caso de que no se preste a confusión 
Evemolos 3 1  
a) Sea X un conjunto no vacío y tomemos s o= { 4 X } Es 
fácil verificar que s o es una topología sobre X A so se le 
denomina la topología caótica 
b) Sean X un conjunto no vacío y Te = P(X) Es claro que 
( X so ) es un espacio topológico A la topología s o se le 
denomina la topología discreta 
c) Sean ( X d ) un espacio métrico y s o la familia de 
subconjuntos de X definida como sigue Un subconjunto A de 
X pertenece a so si y sólo si para cada a e A existe un r>0 
tal que el conjunto B(a r) = {xeX/ d(a x) cr}cA 
Tenemos que ( X so ) es un espacio topológico A s o se le 
denomina la topología inducida por la distancia d 
d) El espacio topológico ( I ird ) donde so es la topología 
inducida por la métrica usual sobre 1 es sin duda uno de 
los espacios topológicos más importantes y ciertamente la 
noción de espacio topológico es una abstracción de algunas 
propiedades notables del sistema de los números reales 
e) Sean X un conjunto no vacío y s f = {A c X / Ac es finito} 
u { 4 } Es fácil demostrar que 1 f es una topología sobre X 
70 
A la topología v f le llamamos la topología de los 
complementos finitos 
SeanXun conjunto no vacloyI R= (AcX/ A° es 
numerable } u ( • } Es fácil demostrar que t e es una 
topología sobre X A la topología TI le llamamos la 
topología de los complementos numerables 
g) SeanXun conjunto no vacío peXyvirs(AcX/pe A) 
( • } v es una topología sobre X y la designamos como la 
topología concentrada en p 
h) El ejemplo anterior puede ser generalizado de la 
siguiente manera SeanXun conjunto no vacío BcXy 
= (ACX/BCA}u( 4 } II es una topología sobre X 
y la designamos como la topología concentrada en B 
ASPECTOS aísicos 
pefinicidn 3 2 (Conwunto Interior)  
Sean (XI) un espacio topológico, AOC yán = (Bev 
/Bei%) Tenemos que 	 4 pues 46 SI 
Por T 2 U 8 es abierto y además es el mayor abierto, 
Bei/ 
respecto a la inclusión de conjuntos contenido en A A 
este abierto lo llamamos conjunto interior de A y lo 
denotaremos por A° o int(A) 
71 
Provosicián 3 1 
 Sean ( X dc ) un espacio topológico 
ABcX 
Entonces 
a) A es abierto si y sólo si A = A° 
b) ( A° )° = A° 
c) Si A c 8 entonces A° c B° 
d) ( A n B 	 )° = A° n Be 
e) A° u B° c ( A u 8 )° 
Demostración (a) Supongamos que A es abierto Como A c A 
tenemos que A es un abierto contenido en A Ya que A° es el 
mayor abierto contenido en A 
	 inferimos que A c A° Esto 
conjuntamente con A° c A nos 	 lleva a A = A° como A° 	 es 
abierto entonces A es abierto 
La afirmación (b) se deduce inmediatamente de (a) y del 
hecho que A° es abierto 
Probemos (c) Supongamos que A c 8 Tenemos entonces que 
O cAcB Por lo tanto A° es un abierto contenido enBy 
por otro lado 8° es el mayor abierto contenido en B luego 
A° c B° 
La demostración de (d) está basada en (c) ComoAnBcA 
y ABBc8 por (c) se tienen las relaciones 
( A n 8 )° c A° y ( A n B) ° c B° Asf, ( A n B) ° c A° n B° 
Por otro lado A° c A y B° c E Se tiene entonces 
A0 n80 cAn8 Por (T 3) A0 nB0 es abierto, yademás está 
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incluido en A n B de esto inferimos A° n (30 c ( A n 13) 0 
Hemos probado que ( A n B 	 = A° n 
DeAcAuB BcAuB yaplicando (e) obtenemos 
A0 c(AuB)° yB° c(Au3)° Esto prueba (e) 
Observacidn 3 1  
La inclusión (e) puede en algunos casos ser estricta 
Considérese el ejemplo 3 1 (d) A el conjunto de los 
numeros racionales y B el conjunto de los números 
irracionales Entonces A° = 130 = • por lo tanto A° u 130 = 
PeroAuB=R y (AuB) ° = I 
Definición 3 3 (Punto Interior)  
Sean (XT) un espacio topológico AcX xeX 
Decimos que x es un punto interior de A o simplemente 
interior a A si y sólo si x E A ° 
Utilizando lo antes discutido sobre un conjunto interior 
podemos establecer la siguiente proposición 	 que es 
realmente central en la Teoría de Espacios Topológicos 
proposición 3 2 
 Sean ( X z ) un espacio topológico A c X 
X e X Entonces, x es un punto interior de A, si y sólo si, 
existe un abierto0eztal quezeOcA 
Definición 3 4 
	
(Coniunto Cerrado)  
Sean (XT) un espacio topológicoyAcX Decimos 
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que A es s-cerrado (o simplemente cerrado) si y sólo si su 
complemento Ac = X \ A es abierto 
Basados en las condiciones (T 1)-(T 3) se establecen las 
siguientes propiedades de los conjuntos cerrados 
Proposición 3 3 Sean ( X,1 ) un espacio topológico 
Entonces 
C 1 • X son cerrados 
C 2 	 Si ( Al ) 10 es una familia de cerrados entonces 
n A es cerrado 
sis 
C 3 	 Si A 1 A2 son cerrados entonces A l u A2 es cerrado 
Definición 3 5 	 (Adherencia)  
Sean (XT) un espacio topológico 	 AcXy 
I = (BcX/Bes cerradoyAcB) 	 Tenemos que ii • # 
pues X e CA Por (C 3 ) n B es cerrado y contiene a A adn 
Be; 
más es el menor cerrado que contiene a A A este cerrado 
lo llamaremos clausura o adherencia de A y lo denotaremos X 
ó cl(A) 
Proposición 3 4  Sean ( X dr ) un espacio topológico, 
A,B c X Entonces, 
a) A es cerrado si sólo si A = 
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b) X=X 
c) Si A c 13 entonces X c 
d) Ang c Xn17 
e) XtS=XIM 
Demostración (a) Supongamos que A es cerrado Como A c A 
tenemos que A es un cerrado que contiene a A Ya que X es 
el menor cerrado que contiene a A inferimos que X c A 
Esto conjuntamente con X c A nos lleva a X = A 
Si 1 = 1 como X es cerrado entonces A es cerrado 
La afirmación (b) se deduce inmediatamente de (a) y del 
hecho que X es cerrado 
Probemos (c) Supongamos que A a B Tenemos entonces que 
AcBc B Por lo tanto J es un cerrado que contiene a 
A y por otro lado X es el menor cerrado que contiene a A 
luego X a TI 
La demostración de (d) está basada en (c) ComoAnBcA 
y MBa 5 por (e) se tienen las relaciones ION 
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Y MB c N Así AND c 2h73 
DeAcAuBylicAuBobtenemos X c ADN y » c»r» 
y por lo tanto 210 c 17ffl 
Por otro ladoAc X yEc B l esto implica 
AuBcX kiN Por (C 3 )yla inclusión anterior 
tenemos que X u N es cerradoycontieneaAull De aquí 
se infiere que 7itfi c ¡O Esto prueba (e) 
Observaciones 3 3  
1) La inclusión (d) puede en algunos casos ser estrictas 
Por ejemplo se puede considerar el espacio topológico y 
los conjuntos A y B tratados en la Observación 3 1 
2) La palabra cerrado ya tiene un significado en los 
espacios topológicos pero la palabra acotado 	 no lo 
tiene Desafortunadamente, no hay forma adecuada de definir 
conjuntos acotados en espacios topológicos Esto nos 
impide hacer cualquier extensión directa de la propiedad 
cerrado y acotado a los espacios topológicos 
Definición 3 6 	 (Punto de Adherencia)  
Sean ()es) un espacio topológico AcX xeX 
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Decimos que x es punto de adherencia de A (o adherente a 
A) si sólo si x e 
La siguiente caracterización para los puntos de adherencia 
es de gran utilidad 
Proposición 3 5 
 Sean ( X z ) un espacio topológico A c X, 
x e X Entonces x es un punto de adherencia de A si y 
sólo si todo abierto que contiene a x tiene intersección 
no vacía con A simbólicamente 
xeA, si sólo si l Y0ez 	 xeOse tieneAn0 0 e> 
Demostración Supongamos quexeXysea0un abierto tal 
que A n o = 4> Si se demuestra que x 1 0 quedará 
establecida la condición necesaria de la proposición Si A 
n o = 4> entonces A c Oc Tenemos que Oc es cerrado y 
contiene a A por lo tanto x e X c O c Así x O 
Recíprocamente sea C un cerrado que contenga a A y 
probemos que x e C Como A c C resulta que A n cc = • y C 
es abierto Por la hipótesis x Cc es decir x e C Por lo 
tanto x e 
Definición 3 7 (Convento Derivado) 
Sean ( X,1 ) un espacio topológico AcX xeX 
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Decimos que x es un punto de acumulación de A si y sólo 
SI xeA\ (x) 
Por la proposición 3 5 x es un punto de acumulación de A 
si y sólo si para todo abierto O e T tal que x e O se tiene 
AnO\ (x) * gls Al conjunto de puntos de acumulación de 
un conjunto A lo llamamos conjunto derivado de A y lo 
denotamos A 
Proposicidn 3 6  Sean ( X s ) un espacio topológico A c X 
Entonces X =AuA 
Demostración ComoA\ (x)c X es claro que todo punto 
de acumulación de A es un punto de adherencia de A es 
decirAc X De aquí se tieneAuAc X Por otro lado 
sixe X yx6AentoncesA\ (x) = X Por lo tanto 
X e A Vemos asl que X cAuA Con esto hemos probado 
la Igualdad establecida en la proposición 
Como consecuencia inmediata de la Proposición 3 5 tenemos 
el siguiente resultado 
Corolario 3 1  Sean ( X dr ) un espacio topológico A c X 
A es cerrado si y sólo si A c A 
Proposición 3 7  Sean ( X s ) un espacio topológico 
ABcX Entonces 
78 
a) Si A g B entonces A c 
b)A vB = (AvB) 
c) (ABB)CA n8 
pWftntetón 3 8 (Frontera) 
Sea ( X I ) un espacio topológico A c X la frontera 
de A es el conjunto denotado por Fr(A) y definido por 
Fr(A) = X \ A 
Es fácil demostrar que un conjunto tiene frontera vacía si 
y sólo si, es tanto abierto como cerrado 
Pertnictón 3 9 LEapactos Confiaos) 
Un espacio topológico ( X 	 ) es conexo si y sólo si 
los unicos abiertos y cerrados de la topología I son # y X 
Equivalentemente si y sólo si los únicos conjuntos con 
frontera vacía son • y X 
pettnición 3 10 (Subesoacios ropoIóstcos)  
Sean ( X T ) un espacio topológico 	 Y c X 
Consideremos el subconjunto I ! de P(Y) definido por 
II = ( ony/ Oev) Es fácil demostrar que (Ift i ) es 
un espacio topológico A la topología I T la llamamos la 
topología inducida por t sobre F l y decimos que ( Y I TY ) es 
un subespacio topológico de ( X l v ) 
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Sean (XI) es un espacio topológicoyYcXAcY 
Denotaremos por 2; A y A y la adherencia interior y 
derivado respectivamente de A en el espacio topológico 
( Y TI ) 
proposición 3 5  Sean ( X t ) un espacio topológico 
AcYcX 
Entonces 
a) A T =A ny 
b) 2; =211Y 
c) A y =(ye uA) ny 
Demostración Supongamos queA y r • SeanxeA y0 un 
abierto de ( X y ) que contenga x Entonces O n Y es un 
abierto en ( V I II ) que contiene a x l por lo tanto 
onynA\ {x) es no vacío 
ComoOnYnA\ {x}cOnA\ {x), tenemos quexsA 
Así xsA ny Por otro lado supongamos queA nYes no 
vacío SixsA nYy0nYes un abierto de (YT Y ) que 
contiene a x resulta que 
onA\ (x} =onynA\ (00} s 40 Por lo tantoxsA 
Hemos probado la igualdad propuesta en (a) La afirmación 
(b) se deduce de (a) y lo establecido en la proposición 
3 6 Invitamos al lector a justificar cada una de las 
igualdades en la siguiente secuencia, la cual nos lleva a 
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establecer (b) 2; =AuA T 
2; =Au(A ny] 
A; =(AnY)o[A ny] 
2; = (AuA )ny 
2; =any 
Para demostrar (c) empleamos la definición de conjunto 
interior Tenemos que 
A 	 = y U On 
oln= 
(ony) 
A i = ( U On 
oula 
OLY 
A = (U 
	
O n Y 
daqm 
A= (ye ) ny 
En espacios métricos los conjuntos derivados son cerrados 
veremos que esta afirmación es válida para una clase de 
espacios topológicos en la que se incluyen los espacios 
métricos Ahora nos ocuparemos de establecer condiciones 
suficientes para que en un espacio topológico los conjuntos 
derivados sean cerrados 
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Bienal° 3 2 
 Sea X un conjunto no vacío y To la topología 
caótica sobreX Si I (X)k2yzeXse tiene que 
(x) =X\ (x) no es cerrado 
El ejemplo anterior aunque poco elegante nos muestra que 
en general los conjuntos derivados no son cerrados 
,ESPACIOS TOPOLÓGICOS  
Plerinictón 3 11  
Un espacio ( X t ) se dice Tp si y sólo si todos los 
subconjuntos finitos de X son cerrados 
Esto es equivalente a afirmar que todos los subconjuntos 
unitarios son cerrados 
En algunas ocasiones es conveniente contar con la 
siguiente caracterización de espacios T i 
Proposición 3 9 
 Un espacio topológico es T i si y sólo si 
para todoxyeX x*y existe un abiertoOtal que 
xeCoyyt0 
Demostración Supongamos que (Xz) es Tl yseanxyeX 
x * y Como ( y ) es cerrado tenemos que ( y ) = ( y ) 
Por lo tanto x • ( y ) Por la Proposición 3 5 existe un 
abierto 0 que contiene a x tal que O n ( y ) = 	 es decir 
y 10 
Recíprocamente seayeXyprobemos que el conjunto 
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unitario {y}es cerrado SeaxeX\ (y) Por lo 
supuesto existe un abierto O z tal que x e Oz y 1 Oz 
Tomemos O = 	 U 	 O: Resulta claro que O = X \ ( y ) sa 
además por (T 2) es abierto entonces O c = ( y ) es cerrado 
Proposición 3 10  Sean ( X T ) un espacio topológico TI 
Y c X Entonces ( Y e s! ) es TI 
Demostración Sea x e Y Por la proposición 3 8 
(x)f = (x)fiY Como (x) es cerrado en el espacio 
( X 1 ), tenemos que ( x 1 = ( x 3 Esto implica que 
{ x 4 = ( X ) Hemos probado que todos los subconjuntos 
unitarios de Y son cerrados en ( Y Tr ) En consecuencia 
( Y TV ) es T I 
Observación 3 3  
En los espacios topológicos T I los conjuntos derivados 
tienen la particularidad de ser cerrados Esto lo 
estableceremos haciendo uso del resultado contenido en la 
siguiente proposición 
Proposición 3 11  Sean ( X T ) un espacio topológico T I 
AcX xeX Tenemos quexes un punto de acumulación de 
A si y sólo si para todo abierto O tal que x e O el 
conjunto A fi O es infinito 
Demostración Si todo abierto O que contiene a x es tal que 
A n O es infinito es evidente que x es un punto de 
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acumulación de A Probaremos la condición necesaria 
Supongamos que existe un abierto O que contiene a x tal que 
OnAes finito EntoncesB=OnA\ (x) es finito Y 
como ( X z ) es TI se tiene que B es cerrado Por lo tanto 
O \Bes abierto ademásx60\B y AnO\Bc(x) 
Hemos probado asf que x 1 A 
Promalción 3 12  Sean ( X 1 ) un espacio topológico T I 
A c X Entonces A es cerrado 
Demostración Es suficiente demostrar que ( A)cA 
Podemos suponer que ( A ) o • Sea p un punto de ( A ) y 
O un abierto que contiene a x Entonces O debe contener al 
menos un punto y de A Como O es abierto, y e 0, y e A 
se sigue de la proposición anterior que O contiene 
infinitos puntos de A Así x e A 
La condición que los conjuntos derivados sean cerrados no 
caracteriza a los espacios T I como vemos en el siguiente 
ejemplo 
Svemolo 3 3  
Consideremos un conjuntoX con 8 (X) > 2 peXyz p la 
topología concentrada en p 	 (Ejemplo 3 1 g) 	 Como el 
conjunto ( p } no es cerrado ( X z p ) no es TI 
SeaAcXysupongamos queA * * Supongamos quepeA 
EntoncespeA\ (p) Como (pi es un abierto que 
contieneapse tiene queA\ (p)n(p) * * Esto es 
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contradictorio Luego p 1 A 	 Por la definición de 
concluimos que A es cerrado 
A continuación discutiremos algunas propiedades relevantes 
de la topología de los complementos finitos (ejemplo 
3 1 e) 
Prevención 3 13 Sean X un conjunto no vacío si la 
topología de los complementos finitos sobre X Entonces 
a) ( X Ti ) es un espacio topológico T i 
b) Si y es una topología sobre X tal que ( X t ) es T I , se 
tiene que t r C t 
c) ( X sf ) es conexo si y sólo si X es infinito 
Demostración La afirmación (a) es inmediata, pues todos 
los subconjuntos finitos son cerrados en ( X Tf ) 
Demostremos (b) Sea t una topología sobre X tal que 
( X I ) es TI Sea A e I r y supongamos que A • • Entonces 
Ac es finito por lo tanto Ac es s-cerrado y así A es 
s-abierto Con esto hemos probado que 1 f c t Supongamos que 
( X y f ) no es conexo y probemos que X es finito Sea A c X 
A 	 tal que A es abierto y cerrado Tenemos entonces que 
Ac es finito por ser A abierto no vacío y además A es 
finito por ser cerrado y distinto de X Por lo tanto 
X = A u Ac es finito 
Observación 3 4  
Las afirmaciones (a) y (b) de la proposición anterior nos 
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dicen que si X es un conjunto no vacío la topología de los 
complementos finitos es la menor topología sobre X tal 
que ( X ) es TI Si X es finito, 1 1 = P(X) 
Pronoszcidn 3 14 
 SeanXun conjunto no vacío 	 stYcX 
La topología de los complementos finitos sobre X induce 
sobre Y la topología de los complementos finitos A los 
espacios topológicos T i también se les denomina, espacio H 
6 espacio accesible de Fréchet 
ESPACIOS TOPOLISOICOS Ti 
pennición 3 12  
Un espacio topológico ( X t ) se dice TI (separado o de 
Hausdorff) si y sólo si dados x y e X, x • y existen 
abiertos disjuntos O O tales que xe0 s ye0 z 	 y 
Por la proposición 3 9 se obtiene inmediatamente 
proposición 3.15 
 Todo espacio topológico T2 es Ti 
Los ejemplos clásicos de espacios topológicos T 2 son los 
espacios métricos 	 afirmación que enunciamos en la 
siguiente proposición 
PronosiclAn 3 16 Todo espacio métrico es un espacio 
topológico T2 
Demostración Sean (Xd) un espacio métrico o xyeX 
x * y Entonces r = d(x y) > O Tomemos O, = B(x r/2) Y 
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O 	 = B(y 1 




< 	 r/2 
Es claro que x e 
En 	 efecto 	 si 	 z 	 e 
d(y z) 	 < 	 r/2 
01 	 y e 0 




la 	 desigualdad 
triangular obtenemos 
r = d(x y) S d(x z) + d(y z) < r/2 + r/2 = r Esto es 
contradictorio así 0 fi O = * 
Como consecuencia inmediata de la proposición anterior 
tenemos 
Pr000sición 3 17 Todo espacio métrico es un espacio 
topológico T I 
El recíproco de la proposición 3 15 no es en general 
válido como vemos en el siguiente ejemplo 
Embolo 3 4  
Si X es un conjunto infinito y si. la topología de 
complementos finitos sobre X tenemos que ( X sf ) es T i 
(Proposición 3 13) Veamos que ( X Ti. ) no es T 2 Sean A 
abiertos no vacíos Entonces Ac l Bc son finitos Por lo tanto 
Ac u Bc es finito Como X es infinito por lo tanto 
( A n s) c = Ac u 10 c X Esto implica que A n B 0 • Hemos 
probado que todo par de abiertos no vacíos tiene 
intersección no vacía 
Esto demuestra que ( X I I, ) no es T2 
Provosiczdn 3 18 Sean ( X S ) un espacio topológico T2 
Y c X Entonces ( Y TY ) es T2 
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La demostración es relativamente sencilla y la proponemos 
al lector como ejercicio 
FUNCIONES CONTINUAS EN ESPACIOS TOPOLÓGICOS 
Definición 3 13  
Sean ( X I I ) ( Y 12 ) espacios topológicos y 
f X -. Y 	 'LEX fes continua enxsi para cualquier 
vecindad N de f(x) en ( Y T 2 ) existe una vecindad M de x en 
( X I I ) que satisface f(M) c N 
Proposición 3 19 Si ( X TI ), ( Y 12 ) son espacios 
topológicos y f X -. Y, entonces f es continua si y sólo 
si para toda V e 1 2 f l ( V ) e I I 
Demostración Si f l ( V ) = # no hay nada que demostrar, 
puesto que necesariamente 4 e T I Si x e f i ( V ) 0 4 
entonces f(x) e V 
Como V es una vecindad de f(x) y f es continua existe 
un abierto M que contiene a x tal que f(M) c V 
AsIxeMcf l (V) Esto prueba que enX f l (V) es 
abierto 
Recíprocamente seaxeXyseaVun abierto deYque 
contenga a f(x) Por hipótesis f i ( V ) es abierto y además 
x e f l ( V ) Así M = f i ( V ) es un abierto que contiene a 
x para lo cual se cumple f(M) c V Por lo tanto f es 
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continua en x 
Proposición 3 20. Sean ( X TI ) 	 ( Y,T2 ) espacios 
topológicos yfX-.Y Los siguientes enunciados son 
equivalentes 
1) 	 f es continua 
ii) Si O es cerrado en ( Y T 2 ) 	 entonces f i ( G ) es 
cerrado en ( X I I ) 
iii) Para todo subconjunto A de X f( X ) c 77AT 
Definición 3 14 (Cubrimiento)  
Sea (XT ) un espacio topológico AcX yo una 
familia de subconjuntos de X tal que A c u O, la familia O 
se denomina cubrimiento deA Si ademásocT ose llama 
cubrimiento abierto de A 
Proposición 3 21  
En todo espacio topológico ( X T ) las siguientes 
propiedades son equivalentes 
Ci 	 Todo cubrimiento abierto de X contiene un 
subcubrimiento finito 
C2 Toda familia de cerrados de X de intersección vacía 
contiene una subfamilia finita también de 
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intersección vacía 
C3 	 Toda familia de cerrados de X en la que cualquier 
subfamilia finita es de intersección no vacía es a su 
vez de intersección no vacía 
/Definición 3 15 (Espacio Compacto) 
Un espacio topológico ( X I ) se dice compacto cuando 
cumple las propiedades equivalentes C2 - C3 
Observación 3 5  
Bourbaki y otros matemáticos emplean la palabra 
casicompacto en lugar de compacto para designar este 
concepto y se reservan compacto para los espacios de 
Hausdorff o sea T2-compactos por ser éstos los más 
frecuentes en las aplicaciones 
Definición 3 16 (Subconiunto Compacto) 
Decimos que un subconjunto C de ( X z ) es compacto si 
lo es como subespacio de ( X T ) 
De acuerdo con el concepto de subespacio topológico C en 
( X z ) es compacto si y sólo si para toda familia de 
abiertos ( As ) m0 de ( X I ) tal que 
C c U As ( e C = U (c n As )) existe una subfamilia 
su 	 az 
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finita ( Ad ) 	 para la cual también 
Cc D Aet 4•C=U (cnA ) len 
Definición 3 17 (Subconjunto Relativamente Compacto)  
Un subconjunto A en un espacio topológico ( X T ) se 
llama relativamente compacto si su clausura en ( X dr ) es 
compacta 
Proposición 3 22 Sea ( X t ) un espacio topológico 
compacto Todo conjunto cerrado en ( X s ) es compacto 
ProPosicidn 3 23 	 Sean ( X II ) 	 ( Y I TI ) espacios 
topológicos f X - Y continua si ( X T I ) es compacto 
entonces f(X) es compacto 
La demostración es exactamente la misma que se dio en 
la Proposición 2 29 
Observación 3 6  
En el corolario 2 2 demostramos que en un espacio métrico 
todo compacto es cerrado Cuando el espacio es topológico 
esto no es en general cierto es decir 
Si ( X T ) es un espacio topológico A c X, A es compacto 
esto no implica que A es cerrado 
Contraelemplo 3 1  
Sea X un conjunto finito cualquiera card(X) > 1 pEX 
= (AcX/ pEA )u(,) luego tenemos 
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1) (p) es compacto 
2) (p) no es cerrado 
En un espacio de Hausdorff todo compacto es cerrado 
esto justifica lo aclarado en la Observación 3 5 
Proposición 3 24  Sea ( X I ) un Ti-espacio compacto A m X 
A no vacío Si A es compacto entonces A es cerrado 
pemostracióg Sea A un subconjunto compacto de un espacio 
X de T1 supongamos que p E X-A ( Probaremos que p 1 A ) 
Como X es un espacio T2 para cada x en A existen abiertos 
disjuntos UI1  VI tales quexEUypEV 
Tenemos que ( U2 x E A es un cubrimiento de A Como A es 
compacto hay un subcubrimiento finito ( Orn 	 u 	 } x, 
de A 
El conjunto n 	 V xl es un abierto que contiene a p y no 11 
contiene puntos de A Por lo tanto p 1 A 	 Así hemos 
probado que Alc(A )C lo que es equivalenteaA CA 
Esto demuestra que A es cerrado 
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CONCLUSIONES 
Con los trabajos de Bolzano 	 Borel 	 Heme y 
Weierstrass el concepto de compacidad resultó de gran 
utilidad para la obtención de algunos resultados que hoy 
en día son considerados como clásicos 
Maurice Fréchet por su parte reconoció la importancia 
de extender el concepto a espacios más generales y 
conjuntamente con Alexandrov y Urysohn logran la 
consolidación matemática del Concepto de Compacidad 
En el intento de "encontrar" la definición "más 
adecuada" para la compacidad en espacios más generales 
aparecen una cierta cantidad de alternativas, cada una con 
su propia importancia 
Las diferentes formas posibles de introducir el 
concepto de compacidad puede dificultar su aprendizaje, por 
tal razón contar con ejemplos y situaciones que ilustren 
la aplicabilidad de cada criterio de compacidad, pueden ser 
de utilidad para facilitar el proceso de transposición 
didáctica 
La generalización del concepto de compacidad a 
espacios topológicos confronta tanto a los estudiantes como 
a los profesores con la búsqueda de ejemplos y contra- 
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ejemplos, situación que es, sin lugar a dudas una forma 
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